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Yfir das Lehrbuch ,Angewandte Strémungslehre” [14] .Es werden zeitgemittelte Geschwindig-
keitsprofile vorgestellt.
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Begriffsbildung und Historie

Was bedeutet das Wort Turbulenz? Wahrend langer Zeiten hatten auch kompetente Fachleute
der Stromungsmechanik keine tief gegriindete physikalische Definition formuliert. Noch im
Jahr 1959 beklagte der Niederlander O. Hinze in seinem damals publizierten Turbulenz- Buch,
dass sich in der Vergangenheit die bedeutendsten Kenner turbulenter Strémungen nicht be-
muht hatten, den Elementarprozess der Turbulenz zu definieren, nur von zeitlich unregelma-
Rigen Strémungen war geschrieben worden. Also zeigte sich wieder einmal, dass Unbekann-
tes eher benannt als ergriindet wird, ganz so wie Goethe es den Mephisto im Drama hat spre-
chen lassen: ,Man soll sich nicht zu angstlich qualen, denn eben wo Begriffe fehlen, da stellt
sogleich ein Wort sich ein®.

Vielleicht hat ein Philologe im Bedeutungsworterbuch von Duden nachgeschaut, und unter
dem Adjektiv "turbulent” folgende Erklarung gelesen: Durch allgemeine Aufregung, Erregung,
wildes Durcheinander gekennzeichneter Zustand. Das Substantiv Turbulenz ist in der deut-
schen Sprache seit dem 17. Jahrhundert nachgewiesen, es ist hergeleitet aus dem lateini-
schen Eigenschaftswort turbulentus, es bedeutet: unruhig, bewegt, stirmisch und aus dem
Hauptwort turbo, es bezeichnet Wirbel, Sturm und Kreisel. Die Journalisten verwenden das
Wort Turbulenz im Plural, sie sprechen von Turbulenzen, um ein chaotisches Durcheinander
zu benennen. Der Strdomungsmechaniker jedoch gebraucht das Wort nur im Singular, damit
benennt er eine Strdmung mit einer Vielzahl von Wirbeln. Und die tiefer dringende Frage der
Fachleute hei3t: Wie kommt in der Natur und bei technischen Geraten dieser Stromungstyp zu
Stande, der héheren Widerstand und gréRere Verluste gegenlber einer auch méglichen wir-
belfreien laminar, geschichteten Stromung bewirkt?

Auf eine Kernfrage: Welche Auswirkungen hat die Turbulenz, wie beeinflusst sie die natirliche
Umgebung kann man antworten: Gabe es in der Natur kein turbulentes, die kinetische Energie
eines Hauptstromes minderndes Verwirbeln, dann sdhe unsere Umgebung anders aus: Die
Geschwindigkeit eines Baches oder Flusses wiirde bei gleichem geodatischen Gefalle um ein
Vielfaches gréfler sein. Der Wetterablauf wiirde beeinflusst, es kénnten bei gleich grof’ ge-
bliebener Druckdifferenz zwischen dem meteorologischen Hoch- und dem Tiefdruckgebiet
ganz entsetzliche und sehr lange andauernde Orkane mit auerordentlich gro3en nie erlebten
Windgeschwindigkeiten witen. Jedoch die den Boden erodierende Schubspannung, also auch
die von Bach und Fluss, wiirde bei Laminaritat trotz gesteigerter Geschwindigkeit nicht groier
sein als beim Wirken von Turbulenz.. Doch zu aller Beruhigung, derartig vollstdndiges Ver-
schwinden turbulenter Wirbel wird sich in der Natur nicht einstellen.

Und welchen Anteil nimmt die Mathematik beim forschenden Erkunden, beim Prozess des ge-
danklichen Durchdringens, des Erklarens und Definierens?

Wir antworten: Erst wenn ein physikalisch begriindeter Ansatz des Elementarablaufs im diffe-
rentiell Kleinen bekannt geworden ist, kann die Mathematik sinnvoll eingesetzt werden und mit
der Integration kann Aufschluss Uber das Strémungsverhalten in Raum und Zeit gewonnen
werden.

Friheste Kunde von experimentellen Untersuchungen turbulenter Strémungen haben wir Gber
franzosische Bauingenieure erhalten [1], die um die Zeit der franzésischen Revolution von
1789 lebten. Sie hatten den Reibungswiderstand durchstromter Rohre, die zur Stadtbewasse-
rung dienen, gemessen, mit dem Ziel, die notwendige Pumpenleistung vorauszuberechnen.
Dubeniat bemerkte 1786, dass der Widerstand nicht genau proportional zum Geschwindig-
keitsquadrat verlauft, und 1791 prazisierte Woltmann, dass der Widerstand der Geschwindig-
keitspotenz 7/4 folgt [1]. Der deutsche Bauingenieur Gotthilf Hagen, er lebte von 1797 bis
1884, entdeckte die unterschiedlichen Strémungsformen laminar und turbulent.

Hagen hat im Jahr 1839, vier Jahre vor Poiseuille (1843), die Groflie des Druckabfalls fir lami-
nare Stromung in Rohren gemessen und publiziert, und er hat schon im Jahr 1841 beim Expe-
rimentieren mit modell- maRig verkleinerten Rohren eine Grenze von Geschwindigkeit und
Durchmesser entdeckt, unterhalb der das Wasser laminar, oberhalb aber turbulent stromt. Er
hatte dem Wasser feine Sdgespane zugesetzt, wandparalleles Bewegen bei Laminaritat und
starkes Verwirbeln bei Turbulenz beobachtet. Das alles hatte er schon mehr als 40 Jahre vor




dem englischen Hochschullehrer Osborne Reynolds getan, dem wahrscheinlich Hagens Pub-
likation nicht bekannt gewesen war. Hingegen hatte sich die Nachricht tber die Versuche
Reynolds weit und schnell verbreitet. Auch dieser Forscher hatte mit wasserdurchstrémten
Glasrohren experimentiert und gezeigt, dass ein zentral eingefuhrter flussiger Farbfaden bei
Laminaritat auf langem Weg unvermischt bleibt, sich hingegen bei Turbulenz auf kurzem Weg
schnell mit dem umgebenden Wasser mischt. Reynolds besondere Leistung besteht im Ent-
decken der Ahnlichkeitskennzahl fiir die Grenze von laminar zu turbulent, gebildet aus dem
Produkt von Geschwindigkeit und Rohr- Durchmesser, dividiert durch die kinematische Zahig-
keit, spater kritische Reynoldszahl genannt, vorgeschlagen von Arnold Sommerfeld.

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts, hatten sich neben den Interessenten aus dem Wasserbau
auch Ingenieure des Schiffbaus und der Luftfahrt bei den Stromungsmechanikern gemeldet;
sie wollten Methoden kennen lernen, um von der Strémung verursachte Krafte und Momente
sowie den Reibungswiderstand von Schiffen, Luftschiffen und Flugzeugen vorauszuberech-
nen. Viele dieser Problemstellungen 16ste der genial begabte Ludwig Prandtl (1875 bis 1953),
der schon von seinen Zeitgenossen als Vater der Stromungslehre benannt worden war.

Um den Reibungswiderstand voraus zu bestimmen, mussten die Strémungsmechaniker Ge-
schwindigkeitsprofile in der kdrpernahen Reibungsschicht, Grenzschicht genannt, ermitteln.
Pionierarbeit zur laminaren Grenzschicht leisteten Ludwig Prandtl (1904 ), der an der Universi-
tat Gottingen arbeitete und sein Doktorand Blasius. Spater hatte Blasius (1913) in der Berliner
Wasserbauversuchsanstalt den turbulenten Widerstandsbeiwert wasserdurchstromter Rohre
im Abhangen von der Reynoldszahl gemessen [2]. Er hatte auch festgestellt, dass der Druck
proportional zur Potenz 7/4 abfallt, das Ubereinstimmend mit dem 122 Jahre zuvor erbrachten
Ergebnis von Woltmann, dessen Publikation Blasius vermutlich nicht gekannt hat. Die Mes-
sungen von Blasius sind fur die ganze Stromungsmechanik des 20. Jahrhunderts wichtig
geblieben, denn das Resultat hat sich auf Grenzschichten umrechnen lassen. Bemerkenswer-
te Beitrage zum Turbulenzproblem hatte der schwedische Meteorologe C. W. Oseen [20]
schon im Jahr 1930 und der Deutsche L. Hopf [21, 22] 1919 geliefert'.

Nun zur Historie des turbulenten Geschwindigkeitsprofils im Kanal und in der Grenzschicht:
Prandtl hatte den Vorschlag des franzésischen Forschers Boussinesq aufgegriffen, eine ver-
groBerte Zahigkeit zu postulieren. Er Uberlegte: Die kinematische Wirbelzahigkeit flhrt die Di-
mension [m?/s], sie musste als Produkt einer Mischgeschwindigkeit und einer Mischungslange
aufgefasst werden. Prandtl setzte als Mischgeschwindigkeit das Produkt aus Geschwindig-
keitsanstieg und Wegelement an. Die Mischungslange interpretierte er als Lange des Weges,
auf dem sich ein Teilchen mit der Umgebung vermischt. Das Einsetzen dieser Zahigkeit in
Newtons Reibungsformel flihrt zu einer Verbindung von Schubspannung und Geschwindig-
keitsanstieg. Unbekannt blieb, in welcher Beziehung die Mischungslange zu anderen Stro-
mungsparametern steht. Diesen Erkenntnisstand hatte Prandtl 1925 erreicht. [3].

Erst flnf Jahre spater glaubte Prandtls friiherer Mitarbeiter Theodor von Karman eine Losung
gefunden zu haben. Er setzte die Mischungslange proportional zum Quotienten aus erster und
zweiter Geschwindigkeitsableitung nach der Koordinate senkrecht zur Wand. Das Integral
fuhrt zu einer Geschwindigkeit, die vom Logarithmus des Wandabstandes abhangt. Brauchbar
ist seine L6sung nur im wandfernen Gebiet, sie versagt in unmittelbarer Wandnahe, dort wird
eine besondere laminare Unterschicht angestlckelt.

Prandtl [4] publizierte drei Jahre nach Karmans Vortrag eine eigene, stark vereinfachte Integ-
ration. Er setzt die tatsachlich vom Wandabstand abhangende Schubspannung mittelnd als
eine unveranderlich bleibende GroRe an, er setzt die Mischungslange proportional zum
Wandabstand. Als Integral ergibt sich ebenfalls logarithmisches Abhangen der Geschwindig-
keit vom Wandabstand. Auch diese Gleichung versagt in unmittelbarer Wandnahe, wieder
muss eine laminare Unterschicht hinzugefligt werden. Doch als Gebrauchsformel hat sich
Prandtls Losung wahrend des ganzen restlichen 20. Jahrhunderts erhalten, sie genugte allen

' Der Autor verdankt Herrn Dr.-Ing. habil. Gerhard Grunwald den Hinweis auf diese friihen Beitrage von
Bearbeitern auRerhalb des Goéttinger Arbeitskreises um Prandtl.



technischen Anwendern, sie wurde an den technischen Bildungsanstalten unveréandert in den
Lehrveranstaltungen vorgetragen.

Doch die Frage nach dem elementaren Ablaufen der Turbulenz war ein Thema der stro-
mungsmechanischen Forschung geblieben, denn noch fehlten physikalisch begrindete An-
satze. Prandtl hatte schon in einer Schrift aus dem Jahr 1921 beklagt, dass die Physiker das
Turbulenzgebiet stiefmutterlich behandelten. Zwar hatte sich in der ersten Halfte des 20. Jahr-
hunderts noch ein bedeutender Physiker der Aufgabe gestellt, namlich Arnold Sommerfeld. Er
bewertete in einem Buch (1944) das Turbulenzerkunden als schwierigstes Problem der Stro-
mungsmechanik. Damals war noch umstritten, ob iberhaupt die Navier- Stokes -Gleichung
zum Errechnen zustandig sei, Sommerfeld erklarte sich zwar von der Zustandigkeit Uberzeugt,
er schrieb aber, dass hervorragende Fachvertreter wie Karman und Taylor sein Einschatzen
fur falsch hielten, sie vermuteten, dass der Turbulenz nicht mit Differentialgleichungen, son-
dern nur mit der Statistik beizukommen sei, ahnlich wie es schon bei der Gastheorie gesche-
hen war. Diese Meinung teilte in der zweiten Halfte des zwanzigsten Jahrhunderts die Majori-
tat der Stromungsmechaniker. Auch muss man bedenken, dass etwa bis zur Jahrhundertmitte
nur Integrale von Naviers und Prandtls Differentialgleichungen fiir laminares Strémen vorge-
wiesen werden konnten.

Heute ist festzustellen, dass die Zustandigkeit von Naviers Gleichung flir die Turbulenz nicht
mehr bezweifelt wird, dazu trugen nicht zuletzt die direkten Computerintegrationen der Navier-
Stokes-Gleichung fur turbulente Stromungen bei.

An der Technischen Universitat Dresden war das Problem durch J. Stiller [9] bearbeitet wor-
den.

SchlieRlich wurden die Elementarbewegungen von Wirbeln ergrindet [11]. Daraus hat der
Verfasser ein Turbulenzkriterium formuliert:

Turbulenz ist vorhanden, wenn bei periodischer Bewegung in der Differential- Gleichung von
Rayleigh der nichtlineare Summand von Null verschieden bleibt.

Weitere Arbeiten beschaftigten sich mit der Entwicklung turbulenter Geschwindigkeitsprofile.
Dieser Aufgabe ist der nachfolgende Text gewidmet.

1 Ludwig Prandtls Pionierarbeit

Zum Errechnen turbulenter Reibungsschichten war Prandtl von Newtons Reibungsgesetz
ausgegangen. Die Schubspannung 7 entspricht dem Produkt aus dem Geschwindigkeitsgra-
dienten senkrecht zur Stromungsrichtung und der fluiden Zahigkeit. Gleichung (A 1).
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Die Gleichung (A.1) wird zum dimensionslosen Ausdruck (A.2) umgeformt. Als dimensionslose
Wandschubspannung ist (A 3) geschrieben. Aus (A 2) und (A.3) bildet man das Schubspan-
nungsverhaltnis (A 4). Prandtl hat nach Vorschlag von Boussinesq fir Turbulenz eine beson-
dere Zahigkeit eingefuhrt, er nannte sie Wirbelzéhigkeit. Er schrieb (A 5), setzte das in (A 1)
ein, und erhielt (A 6). K bedeutet einen Proportionalitatsfaktor. Weiterhin lief3 Prandtl im gan-
zen Bereich der Koordinate y, also in Richtung quer zur Strémung, die Schubspannung unver-
andert gleich groR, er ersetzte die tatsachliche Abhangigkeit von y durch einen Festwert. Da-
mit ist (A 6) leicht integrierbar geworden mit dem Ergebnis (A 7). Den Kehrwert aus der Wurzel
von K, also ’I/\/R setzte er gleich 2,5 und die Integrationskonstante gleich 5,5 beides als An-

passung an Messungen.

Aus (A 7) lassen sich Einschrankungen des Giiltigkeitsbereiches erkennen: Ausgeschlossen
werden muss das wandnahe Gebiet umy = 0, es wird durch eine laminare Unterschicht er-

setzt. (A 8). Aus dieser Gleichung und aus (A 3) lasst sich fir den spater [10] eingefiihrten di-
mensionslos gemachten Geschwindigkeitsanstieg an der Wand Cc’, die Gleichung (A 9) fol-
gern. Prandtl gelang es, mit dem Auftragen von

¢,/ i/ p=finY NP \'V’/”)

ein weit reichend anwendbares Diagramm zu schaffen, das in der Ingenieurpraxis sowohl fur
die Kanalstrémung als auch flr die Grenzschichten benutzt wurde. (Abbildung 1)



h-\r/
Die Gleichung (A.9) gilt als Quotient von ¢, ., / /%) und zugehoérendem ANTIP (das

v

sind die Endkoordinaten des Geschwindigkeitsprofils mit y = h in Prandtls Darstellung von

Gleichung (A 7)). Dieser Quotient entspricht dem dimensionslosen Anstieg der Geschwindig-
keit C,an der Wand bei y = 0.

Abbildung 1
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Prandtls weit reichend anwendbares Geschwindigkeitsprofil mit turbulentem
und laminarem Gebiet (kréftig gezeichnet), beide Einzel- Profile sind durch die
gestrichelt gezeichnete Ubergangsschicht verbunden.

Im Bereich der Ordinate von Abbildung 1, zwischen den Zahlenwerten 70 und10® , liegt das
von Prandtl als ,voll ausgebildeter Turbulenz® bezeichnete Gebiet. Weiterhin kann man aus
dem Produkt der End- Koordinatenwerte eine Reynoldszahl und, nach Multiplikation mit dem
Faktor 4 (um den Bedingungen der Ahnlichkeitsmechanik zu geniigen), eine spezielle Rey-
noldszahl Re errechnen, die auf die GréRtgeschwindigkeit des Profils bezogen ist.



In Abbildung 2 wurden diese Re-Zahl und der Anstieg der Geschwindigkeit an der Wand C,
Uber der Prandtlschen Geschwindigkeitskoordinate aufgetragen.

Das nach (A.7) und (A.8) errechnete Geschwindigkeits- Profil erflllt jedoch nur wenige der
Randbedingungen, die an Geschwindigkeitsprofile von Grenzschichten gestellt werden, nam-
lich

bei y =0werden ¢, =0 und dc, /dy =C{ -C,,... 7 h;

X max

bei y =hgiltc, =c,,,-
Das Profil verletzt die Bedingung, dass in Kanalmitte oder am oberen Grenzschichtrand der
Geschwindigkeitsanstieg Null betragen sollte.

Im Anfang der Turbulenzforschung hatte Prandtl die Gleichung (A. 10) als ein durch Auswer-
ten und Umrechnen der Messungen von Blasius gefundenes Geschwindigkeitsprofil benutzt,
das so genannte ,Ein Siebentel Potenz- Profil “ [3]. Dieses Geschwindigkeitsprofil (A 10) ver-
letzt wesentliche Randbedingungen. Bei y = 0wird der Geschwindigkeitsanstieg unendlich

groR und bei y = 1wird er nicht Null sondern erreicht den Wert 1/7.
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Abbildung 2: Re- Zahl und der Wandanstieg (ber der Prandtlschen Geschwindig-
keitskoordinate



2 Berechnung der Turbulenz mit strukturierten Wirbelfeldern

Beim statistischen Mitteln des Turbulenz- Ablaufs verzichtet der Bearbeiter darauf, gedanklich
die mechanische Kausalitaten- Reihe freizulegen, beginnend im elementar Kleinen mit Wir-
beln, bis weiter zur Bildung eines Geschwindigkeitsprofils im Hauptstrom. Gerade das aber
war im 7. und 8. Jahrzehnt des zwanzigsten Jahrhunderts eine Zielstellung der an der Techni-
schen Universitat Dresden schaffenden Stromungsmechaniker gewesen. Deren bis zum Jahr
1979 erreichte Ergebnisse sind in einer Monographie [11] niedergeschrieben. Fir Wirbelfelder
war der Geschwindigkeitsverlauf als exakte Losung von Naviers Gleichung von Ort und Zeit
errechnet worden. Innerhalb von Systemen kleiner und kleinster Wirbel wird, wegen grol3er
Geschwindigkeitsgradienten, der Arbeitsverbrauch durch Reibung besonders gro3.

Aber bald wandte der bedeutende russische Turbulenzforscher Loitsianski ein, er war Vertre-
ter der statistischen Arbeitsweise, das Arbeiten mit strukturierten Wirbelfeldern kdnne als Er-
gebnis der Rechnung nur laminare Lésungen liefern. Wissenschaftliche Kritik kann forderlich
sein, denn beim Bedenken des Einwandes wurde ein mathematisch scharf selektierendes
Turbulenzkriterium gefunden [11]:

Turbulenz ist in Wirbelsystemen vorhanden, wenn in der Differentialgleichung von Rayleigh,
bei periodischer Bewegung, in zeitlicher Mittelbildung der nichtlineare Summand aus der Wir-
belbewegung erhalten bleibt.

Uberlagerte elementare Wirbelfelder bleiben laminar, wenn Stromlinien und Linien gleicher
Drehung deckungsgleich verlaufen. Ist das nicht der Fall, dann kénnen Uberlagerte Felder im
zeitlichen Mittel bestandig bleiben, Energie flie3t ihnen von der Hauptstromung zu, es herrscht
Turbulenz. Die starken Geschwindigkeitsgradienten innerhalb von Wirbelfeldern verursachen
grolte Reibungsarbeit, damit verbunden ist der Verbrauch eines Grofiteils verfiigbarer Ener-
gie, der verbleibende Anteil zur Transportarbeit des Hauptstroms im Kanal wird erheblich ge-
mindert.

Man trennt die Strémung zum Berechnen in einen zeitbestandigen Anteil, fir ihn ist die Ray-
leigh- Differentialgleichung zusténdig, und in einen zeitveranderlichen Anteil, der mit einer
nichtlinearen Sommerfeld-Gleichung bearbeitet wird. [11]. In der Rayleigh- Gleichung er-
scheint ein zusatzliches Tragheitsglied, und die nichtlineare Sommerfeld- Gleichung spaltet
Wirbelsysteme in weitere Systeme auf. In keiner der Differentialgleichungen darf der Rei-
bungssummand gestrichen werden. Die Rechnung liefert ein Spektrum von Wirbelfeldern mit
groleren und kleineren Wellenzahlen von geringerer Intensitat als die Ausgangsfelder. Das
Wirbelsystem ist vergleichbar mit dem analogen System von akustischen Kombinationstonen,
das Helmholtz beschrieben hat.

Mit laminaren Wirbelfelder hatte E. Strehle gearbeitet [6]. Zum Errechnen zeitgemittelter Ge-
schwindigkeitsprofile wird das Zeitmittel des Verwirbelns gebildet.

G. Schindler erarbeitete ein neues Verfahren. Ausgehend von Wirbelsystemen errechnete er
das turbulente Geschwindigkeitsprofil fiir die Kanalstrémung [7]. Die Brider Fritz und Franz
Detsch wandten die Wirbelfelder auf akustische Problemstellungen an [8]. Mit Wirbelfeldern
als akustisches Quellgebiet errechneten sie stromungsmechanisch alle akustischen Singulari-
taten, die der Englander Lighthill in Analogie zur Elektrodynamik nur postuliert hatte.

Die Dresdener hatten weiterhin in einer von Hans Joachim Maschek gefiihrten Arbeitsgruppe
aufmerksam die Fortschritte der Statistiker beim Bearbeiten des Turbulenzphanomens verfolgt
und dazu eigene Beitrage geleistet; Maschek war einer der ersten, der Programme flr Re-
chenautomaten zur Turbulenz erarbeitete.

Erst spater, zu Ende der neunziger Jahre, hatte sich der Verfasser dem Errechnen turbulenter
Geschwindigkeitsprofile einer Kanalstromung zugewandt um, anfangs noch auf dem von
Boussinesq gewiesenen Weg, nach einer vom Wandabstand abhangenden Zahigkeitsfunktion
zu suchen.
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Beim Neubearbeiten der turbulenten Kanalstromung wurde jedoch von der Differentialglei-
chung fir das Kraftgleichgewicht ausgegangen, nicht mehr, wie es Prandtl getan hatte, von
Newtons Reibungsformel.

Nachdem das Neuentwickeln von Geschwindigkeitsprofilen gegeniber dem Stand von 1933
eingesetzt hatte, wurde 1997 als erstes das Kompaktprofil I vorgestellt. [12] Das ist ein Profil,
das schon im gesamten Stromungsbereich zwischenyY = 0 undY = 1gilt. Es braucht keine la-
minare Unterschicht in Wandnahe hinzugeflgt werden.

Beim weiter entwickelten Kompakt- Profil Il verschwindet die erste Ableitung der Zahigkeit
in Kanalmitte.

Beim Kompakt- Profil Ill wird in Kanalmitte die Zahigkeitv, =v .
In einem weiteren Schritt wurde ein Zweiparabel-Profil entwickelt. [18]

SchlieRlich wurde ein Dreischichten- Profil gefunden, das auch die Randbedingungen beim
Beschleunigen und Verzégern bericksichtigt. [16]

3 Das Beschreiben von Reibungsschichten mit Kompaktprofilen

Es war ndtig geworden, zum Berechnen des Verlaufes der zeitgemittelten Hauptgeschwindig-
keitsprofils turbulenter Stromungen nicht primar von Newtons Reibungsgesetz auszugehen,
sondern mit der stromungsmechanischen Differentialgleichung zu operieren. In Folgendem
wird eine stromungsmechanische Gleichung fir den unbeschleunigten Parallelstrom hergelei-
tet; sodann das Errechnen von Geschwindigkeitsprofilen weiter geflhrt, und eine Rechnung
vorgestellt, die den Energieverbrauch durch Wirbel mit dem Verandern des Geschwindigkeits-
profils von Laminaritat zur Turbulenz verbindet.

31 Die spezialisierte stromungsmechanische Gleichung der unbeschleunigten
Grundstromung

Bei der ebnen Stromung zwischen zwei parallelen, geraden Wanden, Kanalstrémung genannt,
wird der Beschleunigungssummand aus Naviers Gleichung gestrichen. Es bleibt die Gleichung
(B 1), das Gleichgewicht zwischen Druck- und Reibungskraft anzeigend. Das negative Vorzei-
chen von dp / dx beriicksichtigt den Druckabfall in Stromungsrichtung. In unmittelbarer

Wandnéhe wird die im Aulenfeld vergrofRerte Zahigkeit v, zum Normalwert v zurlickgebildet,

es gilt dort also v, =v. Man schreibt fur die Kanalstromung im Wandbereich (B 2) und, nach

weiterem Differenzieren, (B 3). Mit Anwenden der Hagenzahl (B 4) wird aus (B 2) der Zusam-
menhang (B 5) gefolgert, das Charakteristikum der Kanalstrdomung. Es werden dimensionslo-
se Grolen entsprechend (B 6) benutzt. Das Integrieren von (B 1) fuhrt zu (B 7). An der Wand,

bei y =0, gehtalso v,in v uber. Daraus lasst sich (B 8) fiir die Grof3e der Konstanten fol-

gern. Die linke Seite der Gleichung (B 7) ist nach dem Impulssatz durch (B 9) ersetzbar. Das
fuhrtin (B 7) und in (B 8) verwendet tber (B 9a) zu (B 10), und etwas umgeordnet zu (B 11).
Das ist die stromungsmechanische Gleichung der unbeschleunigten Parallelstrémung. Fir das
Verhaltnis von effektiver Zahigkeit zur molekularen Zahigkeit wird (B 12) angesetzt. Mit

a = b = 0 fuhrt die Integration von (B 11) zum laminaren Profil (B 13).



Lt P,
p Ox oy?
o’c,
oy*
2
Ha' = — h”-0p/ox

Cmittel~~ Ve p Y=0

2
Ha =—(a (Z]
oY veo

C =c,/cC
Y =y/h
C, =(dC/dY),_,

X max

e

————— y=v -aiJrKonst.
oy

Konst.=-v-(dc, /dy),
_l,a_p_ ~ TWand _ V'(dCx /dy)y:O _

- _V'meax'Cé/hz
p OX p-h h
—V'C(I) _mea)z( "y =v, dC _meax —C(I) _meax
h daY h h

—C(’)-Y:ve/v-ﬁ—C(’)

ay
T e 1y
C, dY v, /v

v,/v=1+a-Y+b-Y?
v, /v =1 bedeutet Laminaritat mit
C=2-(Y-Y?/2)

(B 1)

(B 2)

(B 9a)

(B 10)

(B 11)

(B 12)

(B 13)
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Errechnen von kompakten Geschwindigkeitsprofilen

Tafel C

Kompaktprofil I1:

v,/v=1+a-Y

C/c(g=1.{1+_a./n(1+a-Y)—Y}
a a
| a

(1+1/a)-In(1+a) -1

Gleichung (B 11) bildet die Grundlage zum Errechnen von Geschwindigkeitsprofilen C = f(Y)
der Kanalstromungen. Sie wird aber auch fiir Grenzschichten mit nur sehr geringer Vergrolie-
rung der Grenzschichtdicke in Strémungsrichtung angewandt. Fur die Berechnung der Abhan-
gigkeit der Zahigkeit vom Wandabstand wird (B 12) verwendet.

Es werden die Kompaktprofile | bis 11l vorgestellt. Beim Profil | wachst die Zahigkeit linear mit
dem Wandabstand Y. Beim Profil Il verschwindet bei Y = 1der Zahigkeitsanstieg und beim

Profil Ill sinkt bei Y = 1die Zahigkeit bis auf v, = v . Profil |l entspricht der Bedingung einer
Kanalstromung und Profil lll einer Grenzschicht.

a 5 10 20 30 40 160
CC', 4,35 6,11 9,10 1,77 14,25 38,90
Kompaktprofil 11:
v,/v=1+a-(Y-Y?/2)
1
C/C,=—-In(1+a-(Y-Y?/2))
a
cl-— 9
In1+a/2)
Fur sehr kleines a wird
C/Cl=Y-Y?*/2-und C]=2
Bei Y =1wird d(v,/v)/dY =0
a 0,001 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
C; 2,0005 2,24 2,29 2,33 2,38 2,42
a 10 20 40 80 160 320
C, 5,58 8,34 13,14 21,54 36,41 62,97

Kompaktprofil I11:
v,/v=1+a-(Y-Y?)

C
— =12a-In(1+Y -Y?) - :
C, / ( )2-\/—41

1 +—A-2a+aY
In| —
—J—-A+2a-aY

J + Konst.
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Konst =

;,[_@j
2.J-4 | —-+-A+2a

A=-a-4a°

Die Abhangigkeit C(Y) fir spezielle Kompaktprofile zeigt Abbildung 3

1,0
Y [ Kompaktprofil I: Co" = 37
0,8 I Kompaktprofil Il: Co" = 37
06 |
04 |
0,2 .
0,0 [ 1 1 1 |-| 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Abbildung 3: Geschwindigkeitsprofile fiir unterschiedliche Zahigkeitsverlaufe

4 Das Zweiparabel-Profil

Die Funktion (B 11) wird entsprechend Abbildung 4 vereinfachend angesetzt. Zwei Geraden,
die beide von den Punkten 1 auf Abszisse und Ordinate ausgehen, schneiden einander bei

der Abszisse Y, und der Ordinate r -Y,, im Punkt D.

In der folgenden Rechnung werden die Zusammenfassungen (D 1) angewandt. Bei laminarer
Strémung gilt = - = 1. Bei Laminaritat besteht zwischen r und Y, der Zusammenhang

Y, =1(1+r).

Die gestrichelte Gerade in Abbildung 4 entspricht dem Steigungs- Verlauf der Geschwindigkeit
einer laminaren Stromung. Das Doppelintegral Gber die von A nach B gehende Gerade stimmt
mit dem Integral Uber C(Y) Uberein, es entspricht also der mittleren Geschwindigkeit bei Lami-
naritat. Das Integral Giber die Flache A D B C.A ist so grol3 wie das Integral tiber C(Y) bei Tur-
bulenz.

Das Integral Uber die Differenzflache A B D A entspricht dem Verlust an Transportgeschwin-
digkeit, den eine turbulente Schicht gegenlber einer laminaren bei gleich groRem Druckabfall
erfahrt.
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Das unbestimmte Integral Gber A B D liefert (abgesehen vom laminaren Fall mit nur einem Pa-
rabelbogen) Geschwindigkeitsprofile, die aus zwei Parabel- Bogen zusammengesetzt sind und

bei Y, stetig beziiglich C und dC/dY verlaufen.

Das Integrieren wird nach Gleichung (D 2), aufgeteilt in einen wandnahen Bereich zwi-
schenY =0 undY =Y/, sowie in einen wandfernen Bereich, zwischen Y =Y, und Y =1

entsprechend (D 3). Fir den dimensionslos gemachten Geschwindigkeitsanstieg Cé bei
Y =0 schreibt man (D 4). Damit werden entsprechend (D 5) und (D 6) die bestimmten Integ-

rale Uber die Geschwindigkeit geschrieben. Bei sehr kleinem Y, (gegen Null gehend) strebt

das Integral tGber C einem Grenzwert zu. (D 7) und Tabelle 1.
Im allgemeinen wird die Grélke des Parameters r aus dem Vergleich dieser bestimmten Integ-

rale mit Messwerten festgestellt. Jedoch Iasst sich r(YD) in einem Spezialfall stark beschleu-
nigter Stromungen auch errechnen. Aus (D 2) wird die zweite Geschwindigkeitsableitung an
der Wand gebildet, (D 8). Wenn C('J = a gesetzt wird, dann ergibt sich aus dem Produkt

a- C(') nach kurzer Zwischenrechnung die quadratische Gleichung (D 9), mit der Wurzel
(D 10). Die Hagenzahl wirdHa" = (C} .

Die r-Werte werden gleich oder gréRer als Eins. Das mit dieser Rechnung erfassbare grofte
Y, betrégt 0,17, hierbei wird der Radikant von (D 10) zu Null. Fur sehr kleines Y, wird r=1.

1,0
1 dC
cl dy
\
\
AN
\
0,5 - N\ laminar
\
AN
\
D \
turbulent
rYD
c B
Y
0 Y,
<wandﬁw< w andfern

Abbildung 4 Der mit dem Anstieg der Geschwindigkeit an der Wand Cé dimensionslos ge-

machte Anstieg der Geschwindigkeit in Abhéngigkeit vom Wandabstand Y fiir
das Zweiparabelprofil



Tafel D

a:1—r-YD

YD

r-Y,
p= 2

r-Y,
B 2
4 1+r
_2r 1

1+r 1-Y,
wandnaher Bereich:

2 Yo 2

180y Gyl [Cgy Y
C, dY C, 2 5 Co 2
wandferner Bereich:
1 dC,
. =8.-(1-Y
oy PV
CII y2 I
—=p-(Y—-——)+Konst/C
Jtﬁ Y=/ 1— Y—E—Y—Ds +(Konst/C’)-(1—Y)
7.Co 3 (2 6 ’ 7

2
Konst / C} :(1—ﬂ)-YD+(,6'—a)-Y7D

CI 2 7

2

dy =10 _,. 10

”’-(1—(Y—D—Y—Dn+yl-{(1—ﬂ)-vp+(ﬂ—a)-y—0}-(1—vo)

(D 1)

(D 2)

(D 3)

(D4)

(D 5)

(D 6)

15
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deY = ch,dv + ij,,dY =
0 0 Yp

y-N=Yo/2-a- (Y2 [6+Y,/2-(1-Yy )= B-(1-Yy —(1=Y,)-Yy /2] +
+8-(Y3-Y2/2+Y;/6)

Spezialisiert fur r=1 gilt:

o (V3-Yo + Y5 -Y3/3)

D

1
jc-arv=1/2+1/3-(YD—Y§)+1
0

Bei Y, — 0 findet man
[C/-dy=0 und

k 1 2. (r 1

[Ci-ay=[Cay =" T+ (D7)

7 ] 14r \3 2

d*c 1-r-Y .

=G v 2 )=C,-(-a)=-Ha (D 8)
— 1

r2—1 Y r+—=0 (D9)
YD YD

1-7, 4y
r=—2.1- J1-—2 (D 10)
2YD (l_YD)
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1,0

Y xCi=2 Y,=05
08 | 0Cy=5 Y,=02
ACy=10;Y, =0,1

Abbildung 5 Geschwindigkeitsprofile mit dem Ansatz von zwei Parabeln (nach Gleichungen
D 2 und D 3) berechnet. Der Kurvenzug C(') = 2 entspricht einer laminaren Stré-
mung
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]
Tabelle 1: Gemittelte Geschwindigkeiten ICdY von Zweiparabel- Profilen abhangend von Yp
0

und dem Wert r.

r=1,0 r=0,8 r=0,6 r=04 r=0,2 r=0,0

YD
1/2 0,6667 0,6852 0,7083 0,7381 0,7778 0,8333
1/3 0,7222 0,7407 0,7639 0,7937 0,8333 0,8889
1/4 0,7500 0,7685 0,7917 0,8214 0,8611 0,9167
1/5 0,7667 0,7852 0,8083 0,8381 0,8778 0,9333
1/6 0,7778 0,7963 0,8194 0,8492 0,8889 0,9444
1/7 0,7857 0,8042 0,8274 0,8571 0,8968 0,9524
1/8 0,7917 0,8102 0,8333 0,8631 0,9028 0,9583
1/9 0,7963 0,8148 0,8380 0,8677 0,9074 0,9630
1/10 0,8000 0,8185 0,8417 0,8714 0,9111 0,9667
1/20 0,8167 0,8352 0,8583 0,8881 0,9278 0,9833
1/40 0,8250 0,8435 0,8667 0,8964 0,9361 0,9917
1/80 0,8292 0,8477 0,8708 0,9006 0,9403 0,9958
1/160 0,8313 0,8498 0,8729 0,9027 0,9424 0,9979
-0 0,8333 0,8519 0,8750 0,9048 0,9444 1,0000

Ein Zweiparabelprofil wurde bereits mit [18] im Jahr 1995 vorgestellt. Die berechneten Profile
C(Y) stimmten mit Messungen gut Uberein.

5 Bei Turbulenz mindern parasitare Wirbel die fluide Transportarbeit
gegenuber der laminaren Stromung

Im turbulenten Strom bilden sich andauend Wirbel, deren Energie bald durch Reibungsarbeit
verbraucht wird, die Wirbel verschwinden wieder, doch schon sind neue Wirbel entstanden.
Beim gleichen Druckgefalle bewegt sich eine turbulente Kanalstromung weniger schnell als
die nicht durch Wirbel gebremste laminare Strémung. Bisweilen hat man die Gberlagerten Wir-
bel ,Energie- Parasiten” genannt.

Um eine quantitativ begriindbare Vorstellung von der GrofRe des Arbeitsverbrauchs zu erhal-
ten folgt eine Rechnung fir ein vereinfachtes System. Der natirliche Ablauf andauernden Wir-
belbildens und Verléschens wird mit bestandig bleibenden Wirbelfeldern ersetzt, die einem
Uberlagerten Hauptstrom Energie entziehen und in Reibungsarbeit wandeln. Mit Kenntnis der
Kinematik von Wirbelfeldern [11] wird die kinetische Energie, die dem Hauptstrom entnommen
wird, errechenbar.

Man reduziert die Wirbel zum ebenen Wirbelfeld (Abb. 22. 3 in [14]). Mit dessen Stromfunktion
(E 1); findet man durch Differenzieren die Geschwindigkeitskomponenten (E 2). Deren Quad-
rate (E 3) liefern die kinetische Energie pro Masseneinheit. Die Integrale Uber das laminare
und das turbulente Feld (hach (A. 10)) sind unter (E 6) eingeordnet, deren Differenz ist als

(E 7) aufgeschrieben. Damit kann Uber (E 8) die Energiedifferenz pro Masseneinheit errechnet
werden. In der Gleichung (E 9) wurde beriicksichtigt, dass auf einer Flache h? die Anzahl von
n? Wirbelfeldern einzufiigen ist.

In der Gleichung (E 9) erscheint im Zahler, auf der linken Seite, die Wirbelgeschwindig-

keitK - a,. Im Nenner steht das Maximum der turbulenten Hauptgeschwindigkeit. Wenn im



19

Beispiel als kinetische Energie des turbulenten Hauptstromes vom Profil (A 10) der Zahlenwert
7/9 eingesetzt wird, dann misste das turbulente Geschwindigkeitsprofil mindestens

C, =5,08 erreichen. Dieser Wert liegt nahe bei der unteren Grenze des voll ausgebildeten
turbulenten Gebiets in Prandtls Koordinaten (Abbildung 2) .

Tafel E

¥ =K-coSy-coSo

K 2 ..

[m /8]1 (E1)
y=a;-X;
o=a;-y
CX:Z—W:K-((—a,)-cosy/-sin5

g (E2)

cy:—a—Z:K-a,-siny-cosé
Ches =Ci+C, =K% .a?-(cos® y-sin® 5 +sin® y -cos® §) (E3)
27271
[ [cidy-ds
00
27 1 9
J‘coszy-dy:—-sin27+z|0”:7z- (E 4)
5 4 2
27 1 ]/ 2

sin®y-dy =——-sin2y += |7 =
! y-dy=—gsin2y+2 |
2727
[[ci-dy-ds=22%K*.af -[m*/s?] (E 5)
00
CZ=(Cy)*-(Y?-Y?+Y*/4.)
1
[cay =(Cy)¥(v?/3-Y*/4+Y°/20) ] =%-(C(’,)Z (E 6)
0
(CT)2:Y2/7'
1
[(Cr)-ay=17/9
0
1 1 2 7

2 2 - < .(mclyr__
chc/Y—cho/Y_15 (Co)* 3 (E7)
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2 7
2‘72'2'K2'a,-2Z(E'(Cé)z—g)'CZTmax (E 8)
12
K-a,:l.\/2/15-(Co)2—7/9 €9)
CTmax 27[
6 Die Verbindung des Anstieges der Geschwindigkeit an der Wand

mit der Reynoldszahl Re bei der Kanalstromung

Bei der Kanalstrémung lasst sich der in der Uberschrift formulierte Zusammenhang leicht
bestimmen, weil erstens fiir gleichgroflen Druckabfall in Strdmungsrichtung die Steigung Cé

eines vergleichbaren laminaren und die des turbulenten Geschwindigkeitsprofils an der Wand
gleich grof3 sind; und weil zweitens die Hohen beider zu vergleichenden Geschwindigkeits-
Profile mit der halben Kanalhéhe h Ubereinstimmen. Die Indizes L und T stehen flr Laminaritat
und fur Turbulenz.

Es kann das Verhaltnis zugehdrender mittlerer Geschwindigkeiten von Laminaritat und Turbu-
lenz dem Verhaltnis der Reynoldszahlen Re, /Re; gleichgesetzt werden (F. 1). Mit Re” wird
eine Reynoldszahl bezeichnet, bei der die Laminaritat endet und die Turbulenz beginnt. Beim
Zahlenwert Re” = 2039 liegt der gemeinsame Punkt in den Auftragungen A(Re) des nach
Hagen geltenden Verlaufes flr Laminaritat und des Verlaufes flir Turbulenz nach Blasius.

Re’ bleibt in der Rechnung eine konstante GréRe. Bei Re = Re” giltC} = 2. Mit wachsender
Reynoldszahl Re, andert sich der Verhaltniswert Re, /Re” . Wenn namlich der laminare Wert
um den Faktor m wachst, also auf m= C(') /2 ansteigt, sinkt Re’ als Vergleichswert auf
1/(m-C(') /2) entsprechend (F 2). Es lasst sich aus (F 1) und (F 2) dann auch das Verhaltnis
Re; /Re* zu (F 3) bestimmen. Damit ist es moglich, bei bekanntem Anstieg an der Wand C(’J
und gegebenem Geschwindigkeitsprofil C(Y ), das bestimmte Integral von C lber Y auszu-
rechnen und schliellich dem Reynoldszahlverhaltnis Re; /Re* zuzuordnen (F 3).

Tafel F

Re, ¢, C,/3
L _ ttlL_1 0 (F1)

Rer  Criar J’ C..dY
.
0
Re, _Cs )
== F2

o (3 (F2)

1

2 3-[Cr-dY
0

3
'—:Z'CO!CT'W (F 3)

Co

Re; Re, Re; (Cy
Re" Re Re, 2
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ry =v-p-Cp-m
/ (F 4)
TVZ — v 4c(l) Cmax 4. CO _Cmax
P Crittel C mitter * 4-h C mittelx ReT C rittel
C! ¢
,1:8.2-—"';:8.4. 0 (), (F 5)
P Chittel Re: " Coie
12392 4 _ 42,67 _ 1 (F 6)

. Re" !
3-Re -(jc-olv)2 (jc-o/Y)2
0 0

6.1 Eine Verbindung zum Widerstandsbeiwert

Wenn Cé und Re; bekannt sind, kann die Verbindung zur dimensionslosen Wandschub-
spannung und zum Widerstandsbeiwert hergestellt werden (F 4) und (F 5). Damit ist auch der
Verlustbeiwert A der Kanalstromung erfassbar [13]. Die Abhangigkeit Re; =f(C(’)) ist mit
(F 3) festgelegt, dieses in (F 5) eingesetzt, fuhrt zur Endgleichung (F 6).

6.2 Uber den Zusammenhang des Geschwindigkeitsanstieges an der Wand
C, und Reynoldszahl bei Grenzschichten

In den voran geschriebenen Kapiteln war die Abhangigkeit der Geschwindigkeit vom Wandab-
stand in turbulenten Kanalstrémungen ermittelt worden. Nun soll weiterhin erkundet werden zu
welcher Reynoldszahl eine Grenzschichtstromung gehért, deren dimensionsloser Geschwin-
digkeitssteigung an der Wand C;, betragt.

Man benutzt dazu die Postulate der Ahnlichkeitsmechanik [14] und ein von Blasius im Jahr
1913 publiziertes Messergebnis [2], auf Tafel G unter (G 1) stehend. In strémungsmechani-
schen Anwendungen verwendet man die unter (G 2) stehenden Formen. Mit Re wird bei

Rohr- und Kanalstrdmungen gearbeitet, mit Re; bei Grenzschichten. Fur ein gerades zylindri-

sches Rohr mit dem Durchmesser D giltRe =c¢ D/v. Unter (G 2) findet man eine Bezie-

mittel

hung des Widerstandsbeiwerts A zur Wandschubspannung z,, . Damit kann (G1) zu (G3) um-

geschrieben werden. Der in (G 2) und (G 3) stehende Quotient A/U , er wird hydraulischer

Durchmesser genannt (A ist der Querschnitt der Strémung, U der benetzte Umfang), wird un-
ter (G4) fir die Kanalstromung bestimmt. (Es bedeuten H = 2h die Kanalhéhe und b die Ka-
nalbreite).

Nachfolgend wird eine Stromung innerhalb einer Kanalhalfte mit einer unbeschleunigten
Grenzschichtstromung langs einer ebenen Platte verglichen. Die halbe Kanalhéhe h geht dann
in die Grenzschichtdicke ¢ Uber. Der dimensionslose Reibungsbeiwert wird der Wand -

Schubspannung gleich gesetzt. Die so gebildete neue Gleichung nach Re; aufgeldst, fiihrt zu
(G7), wobei h =06 gesetzt wird. Gleichung (G 7) nach C('J aufgeldst, mit der Naherung
Cmax/Cmittel = 8/7 ergibt (G 8)



Tafel G

A =0,3164-Re_1/4
J) :4-A/U-(—dp/ds) ]
P Cmittel2

Re =4-(A/U)-(Cie / V)
Re; =Cpay O/ V

w ~1/8
P Cmittel

T 0,3164 _

V‘; = '(4(A/U)'(Cmitte/ /v)) 4
P Crittel
A/y =B
2H +2b

fur b sehr viel gréler als H wird
A/U=H/2=h

T . 0,3164 .(4hcmme, J‘”“
o Csvittel 8 v

h.c -1/4 c ~1/4
=0,027967 (ﬂ) =0,02797 - F\’e;/4 (M]
V Cmax

Tw =V'p'(dCX/dy)y:0

P Criittel P Cr271ittel
4 C(I) “Crmax _ C(I) ( C nax jz
Cmittel ! 5 ' Cmittel Re& mittel

(o}

7/3
max j
c mittel

Re, =117,80-(C))** (

Re — 4 . Reg‘ (Cmittel ]
C

max

C, =22110°Re¥*
Re, =160,86-(C})"

(G1)

(G2

(G3)

(G4)

(G9)

(G6)

(G7)

(G8)
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Beispiel 1

Laminare Strémung
Mit dem kleinsten Grenzwert der Messung von Blasius bei Re = Re, und Cc’, =2, sowie

C

max

C

3
= —. errechnet man aus (G 7):

mittel

Re, =117,80-2/%.(3/2)/° =764,5- und

Re =ReK=4~R65-M=4‘764,5-§=2039

max

Beispiel 2:

Mit Y, :i und r =1.
20

Es gilt nach Seite 18
1

Coitte. :jC-dY:O,8167und Cl =20:

Y 0

Re; =117,80-20*°.1/0,8167"/° =1,03-10*,

Re =4.0,8167-1,03-10* = 3,36-10*

max

Beispiel 3:
Cmittel s

Wie grofR werden bei der Kanalstrémung C, und —™-wenn die Reynoldszahl Re =10°
Cmax

betragt?

Nach Gleichung (G7) wird

4/3
Re :4-117,8-(Cé)‘“3-(—cmaxj ;
mittel

-9/16 3/4
C =(105)3“‘-[Cﬂj -(468)‘3/4=56-[_"maxj

mittel mittel

Nach Kapitel 4 gilt fiir ein Zweiparabel- Profil mitr =1, Comitel _ 0,83. Also wirdC! =64 .
C

max
Beim Anwenden der Gleichung (G 3) von Blasius gilt als obere Grenze der Reynoldszahl
Re = 10°. Mit einer Weiterechnung von Prandtl kann die Anwendungsgrenze bis nach
Re = 10" verschoben werden (Siehe folgende Tabelle)

Re A Co
5.10° 0,0131 179
1.10° 0,0116 317
5.10° 0,0090 1230
1.107 0,0081 2210
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7 Die Hagenzahl einer Kanalstromung

Die Hagenzahl gilt als Verhaltnis von Druckkraft zur Zahigkeitskraft. Bei den Grenzschichten
lasst sie sich als Randbedingung festlegen:
An der Wand, bei Y =0, entspricht die zweite Ableitung der Geschwindigkeit C nach Y der

negativen Hagenzahl.

~Ha' =(d*C/aY?),,, (H 1)
— . 2
Ha' :( dp/dx)-o6 H2)
Cmax Ve p
Dabei besteht zwischen dp/dx und der Geschwindigkeitsdnderung folgender Zusammenhang:
—dp/dx =p-c-dc/dx (H3)

Bei den Kanal- und Rohrstromungen arbeitet man mit konstant bleibendem Querschnitt. Der
bekannten Beziehung (Gleichung (21.15) in [14])

A =2-— (H 4)

setzt man die Gleichung fur den Reibungsbeiwert der Wandreibung gegenuber:

.- Cl .C
A=8. TVZ =8'V P 20 max=8'4‘(;J'Cé‘cmax/cmittel (H5)
P Chittel P Cruier * P 4-Cpiye - h
Das Gleichsetzen von (H 4) und (H 5) fiihrt zu 2
Ha  =16C]-(¢,../ Crier) undHa* =C| (H 6)

71 Beispiele

c 3
Eine laminare Stromung mit C; = 2,0 und —~ = — | ergibt:

mittel
Ha:$:48und Ha® =2
Fir eine spezielle turbulente Strémung mit C;, = 20, Crmax _ 0,8167 , ergibt sich Ha =392.
Cmittel

% Den Rechnungen des Kapitels 21 im Lehrbuch Angewandte Stromungslehre [14] war eine Definition
der Ha-Zahl entsprechend der Ahnlichkeitsmechanik im Kapitel 21 zu Grunde gelegt. Beim Anwenden
auf Grenzschichten im Kapitel 24.5 wurde jedoch die Hagenzahl dem friiher von den Stromungsmecha-
nikern verwendeten ,Pohlhausen- Parameter® Ha' = —dp / dx-8%/(n-c,,,) angepasst. Beim weiteren

Gebrauch war das unterscheidende (*) fortgelassen worden. Zwischen beiden unterschiedlich definier-
ten Hagenzahlen besteht (beih = §) der Zusammenhang Ha/Ha* =16 -¢,,,, /c

mittel "
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8 Das Umformen von Geschwindigkeitsprofilen der Kanalstromung
in Geschwindigkeitsprofile von Grenzschichten®

Gegenuber den Profilen der Kanalstromung wird bei Grenzschichten zusatzlich gefordert

2
d(23 =-Ha =b-C] J1)
ady Yoo
und, weiterhin wie bisher,
3
[d EJ ~0 W 2)
ay Y=0

Die Bedingung (J2) wird aus Prandtls Grenzschichtgleichung gefolgert. (Siehe [14] Gleichung
(24.11a)). Beim Ableiten der Grenzschichtgleichung nach Y verschwindet der Summand

(1/ p)-dp / dx auf der linken Gleichungsseite stehend, das Differenzieren der linken Glei-
chungsseite ergibt Null an der Wand beiY =0.

Nach dem Impulssatz der Strémungsmechanik (Kapitel 3.5 in [14]) qgilt fiir die Kanalstrdomung:

dp
—_ . J3
z-Wand dX ( )
mit
C
— . . CI . max
TWand V-p-Ly h
wird
J— . 2
c =~ —(dP/E)h e J 4)
vV-p: Cmax

Der Vergleich von (J 1) mit (J 4) zeigt: Es gilt b =1 fiir den Kanal und mit Ha = Cist das Kri-

terium der Kanalstromung erschienen.
Zum Umwandeln von Kanalstrdomungen zu Grenzschichtstromungen war in [12]

1 dC 1 (dC
— L =AY-exp(-e-Y)+—| — J5
C(’) dy p( ¢ ) C(l) ( dy jKanal ( )

angesetzt worden. Damit soll den Bedingungen (J 1) und (J 2) genlgt werden.

Beispiel 1: Kompaktprofil I
2-(a+a®)

Die Rechnung ergibt A=1+a—-bunde =
1+a-b

, gliltig fir b<1+a.

Beispiel 2: Zweiparabelprofil
1

j =1—g-Y--be/-Y=o-wird-(1,j =1
CO Kanal CO Kanal
N dZCJ

Cé dy2 Kanal

L.d%j _o.
Cé dy3 Kanal

*Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass die Beziehung (B 11) in guter Naherung auch fur Grenzschich-
ten anwendbar ist.
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2
A=a-b; g:_a+a fir b<a.
a p—
9 Entwicklung von Dreischichten-Profilen

Beim Zweiparabel- Profil ist der Verlauf 1/C; - dC / dY = f(Y) nach Abbildung 4 mit nur zwei

Schichten, einer wandnahen und einer wandfernen, stark vereinfacht worden. Nun soll zusatz-
lich eine ausgleichende Mittelschicht eingefiigt werden. Das Angebot an moéglichen Verlaufen
l&sst sich durch eine Ahnlichkeitsbetrachtung reduzieren. Schon im Jahr 1954, war eine Ahn-
lichkeitskennzahl

dC/dY

K =V gcrav? (K1)

fur das Stromen in Grenzschichten aufgeschrieben worden [17]. Sie wurde damals nur zu
Vergleichen mit Stabilitatsrechnungen von laminaren Grenzschichten benutzt. Die Anwen-
dungsmaglichkeit reicht aber weiter, fiir turbulente Grenzschichten ist K = —1begriindet wor-
den. Damit wird (K 1) als Differentialgleichung geschrieben

ac/dy? + 99297

=0 (K 2)
und liefert als Integral fiir d C/dY das Ergebnis
dC/dY = Konst-exp(—J'dY/ K-Y)=Konst-exp(—InK-Y)=Konst-1/Y (K.3)

Also verlauft der Geschwindigkeitsanstieg d C/dY abh&ngend vom Wandabstand Y

nach einer Hyperbel. Ausgenommen sind Gebiete, in denen Randbedingungen einen
anderen Verlauf erzwingen.
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1,0
1 dcC
-~ laminar
C, dy
0,5
|
I
|
—\ \ 11 Oberschicht 0,5< Y < 1
~,
- \\ 33 \\\\ ~—
0,0 T ————
0,0 0,5 Y 1,0

Abbildung 6  Geschwindigkeitsanstieg in einer Kanalstrémung lber dem Wandabstand. Ge-
strichelt gezeichnet sind die Hyperbeln in der Mittelschicht mit den Parametern
Yo und C,’".Mit abnehmendem C,'wird der Hyperbelbereich kleiner. Bei Lamina-
ritét schrumpft er zu dem gezeichneten Punkt. In diesem Fall ist C,'=2 und
Y0=0,5.

Als Arbeitsfeld zu folgenden Rechnungen ist entsprechend (B 11) Abbildung 6 gezeichnet
worden, in der der Geschwindigkeitsanstieg 1/C; -dC / dY (ber dem Wandabstand Y aufge-
tragen wird. In das Bild ist auch der Verlauf fiir ein laminares Profil als Gerade eingetragen.
Das unbestimmte Integral von 1/C;-dC / dY Uber Y liefert die Abhangigkeit der Geschwin-

digkeit C vom WandabstandY . In Abbildung 6 ist gestrichelt eine Schar gleichseitiger Hyper-
beln mit dem Parameter Y, gezeichnet.

1/Cy-dC/dY =(Y,/2)-(1Y) (L 1)

Das gedachte Verlangern der Hyperbeln bis zu den Extremwerten 1/C; -dC/dY =0
und Y =0 wirde diese ins Unendliche fiihren. Innerhalb des nun zu entwickelnden Ge-
schwindigkeitsprofils soll die Hyperbelsteigung nur im Gebiet zwischen Y =Y, und

Y =1/2 verwendet werden. An jede der Hyperbeln sind in beiden Koordinatenpunkten

mit dem Wert 1/2 die Tangenten gezeichnet, sdmtliche Tangenten treffen die Achsen in
den beiden Koordinatenpunkten 1. Jeder der Linienzige, der beim Ordinatenwert 1 be-
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ginnt, weiter Gber die Hyperbel lauft und dann, mit der bei Y =1/2 beginnenden Tan-

gente, bis zum Abszissenpunkt Y =1 flihrt, wiirde nach dem Integrieren ein Geschwin-
digkeitsprofil ergeben. Jedoch wiirde die Tangentenneigung beiY = 0, sie entspricht der
zweiten Geschwindigkeitsableitung d*C / dY? an der Wand, eine zu groke Hagenzahl
ergeben. Denn fur die Kanalstromung, die zuerst berechnet wird, muss gelten:

—-d*C

—— = Ha = C,
dy
Diesen Wert fir Ha ™ erhalt man, wenn die geradlinige Tangente durch die Funktion
1/Cy-dC/dY =1—Y+(1/2—Y0)-(—3~(Y/Y0)3 +2-(Y/Y0)4) (L 2)
: : : , 1 dC 1 :
ersetzt wird. Beim Punkt mit den Koordinaten — —— = —und Y =Y, schlieRt der Ver-
C,dY 2

lauf (4.2) an die Hyperbel (L.1) an.

9.1 Das Dreischichtenprofil fiir die Kanalstromung

Folgende Randbedingungen: werden zur Rechnung flir die Kanalstromung berticksichtigt

2 3
Bei Y =0 an der Wand gelte C:O;d—C:C(’);d—Cg:—td—CS:o_
dY dy dY
: , . dC
Bei Y =1 in Kanalmitte gelte Cc=1; d—y:O.

Man operiert weiterhin mit einem Uber Y dreifach unterteilten Neigungsverlauf der Geschwin-
digkeit in folgenden Schichten

Unterschicht zwischen Y =0und Y =Y,
Mittelschicht zwischen Y =Y, und Y =1/2

Oberschicht zwischen Y =1/2 und Y =1.

Es lassen sich Y,-Werte, beginnend von sehr kleinen, (die zu hohen Reynoldszahlen geho-

ren), bis zu Y, =1/2 verwenden. Bei Y, =1/2 erhalt man nach Integration das Geschwindig-

keits- Profil der laminaren Strdomung. Wie in Abbildung 6 sichtbar, schrumpft bei Laminaritat
der Hyperbelbereich der Mittelschicht zu einem Punkt zusammen. Also sind zwischen

Y, =1/2 und ungefahr Y, =0,1 auch zeitgemittelte Geschwindigkeits- Profile des Uber-
gangsgebietes von laminar zu turbulent errechenbar.
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turbulent
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0,5

c 1,0

Abbildung 7: Geschwindigkeitsprofile in Grenzschichten fiir Ha =0 mit dem Dreischichten-
profil berechnet. Der Wert Y, =1/2 kennzeichnet das laminare Profil, Mit klei-

nerem Yo werden turbulente Profile beschrieben.(Siehe folgende Tabelle)

, T C.
Nr. Y, C0 Re; W2 =0
P Cmax Re&
1 0,5 1,86 | <Re; 2 Z/Rea, Kkrit.
2 0,3 2,51 5,47 10° 4,58 10°
3 0,1 5,32 1,49 10° 3,56 10°
4 | 0,05 | 8098 3,00 10° 2,99 10°
5 | 001 | 3299 1,70 10* 1,94 10°
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Tafel L

In drei Schichten werden Geschwindigkeitsanstieg und Geschwindigkeit berechnet.
Unterschicht 0 <Y <Y,

1 dC

— =2 ==Y +(1/2-Y,)-(-3-(Y/Y, ) +(1=-2Y, )-(Y/Y,)*) (L.1)
C, dY

C Yz A1 3 v* 1.Y°®

= =Y ——+(=-Y,) (- — 1-2Y,}—— L2
c: 2 () s )+ ( 0}5\,04) (L2)
bei Y =Y, wird

c By —i-voz =K, (.L3)

c, 40 ° 20

Mittelschicht Y, <Y <0,5

Ll.ﬂzﬁ.l (L 4)
cldy 2 Y
C Y,
— =K, +-2.(InY =InY, L5
o K Y- iny,) L)
bei Y =1/2 wird
< :K1+£~(In1—lnYoj:K2 (L6)
C} 2 2
Oberschicht 0,5<Y <1
i.ﬂzzyom_y) (L7)
C, dy

2 2
£ :K2 +2Y0 Y_Y__(l_lj :K2+2YO Y_Y__§ (L8)
C; 2 2 8 2 8

Bei Y =1 soll C =1 gelten. Aus dieser Normierungsbedingung wird der Geschwindig-

keitsanstieg C; an der Wand errechnet.
1
Cs = L9
° Y,(0,7284 -0,5InY,)—(3/20)Y¢ (9

Der Zusammenhang von Reynoldszahl Re=c -4-h/v und C; wird aus der stro-

mungsmechanischen Grundgleichung z,,,., / p-C> = 1/ 8 hergeleitet. Die linke Seite
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4
entsprichtR—C(’J , auf der rechten Seite benutzt man das Messergebnis von Blasius, das
e

lautet
A :0,3164-Re”4,

aus dem sich schlief3lich entwickeln lasst:

4

Re =563-(C;)? (L 10)

Bei der Zahlenrechnung ist das Verhaltnis von GroRtgeschwindigkeit ¢, zur gemittelten Ge-

schwindigkeit €, ., = ¢ einheitlich gleich 8/7 gesetzt worden®.

Es wird mit dem Ergebnis verdeutlicht, dass nach dieser Art der Deduktion ein turbulentes Ge-
schwindigkeitsprofil errechnet werden kann ohne zuvor Messergebnisse anzuwenden oder
nach einer Wirbelzahigkeit zu suchen. Erst um die zugehérende Reynoldszahl aufzufinden, ist
das Messergebnis benutzt worden.

9.2 Geschwindigkeitsprofile von ebenen turbulenten Grenzschichten.

Wahrend bei einer Kanalstromung die 6rtlichen Beschleunigungssummanden verschwinden
und die Gleichung (B 11) exakt erfllt wird, gilt bei den Grenzschichten aul3erhalb der Bedin-

gung Ha*/C(', =1 die Voraussetzung verschwindender Beschleunigungssummanden nicht
mehr. Jedoch bleiben diese Summanden immer sehr klein, wenn sich die Grenzschichtdicke

o nur wenig mit der Wegkoordinate x andert. Bei Ha* =0 liegt dJ / dx in der GroRenord-
nung 0,03 bis 0,01, wobei der kleine Wert zur grofReren Reynolds- Zahl gehort. Bei groReren
Absolutwerten von Ha® ist mit Hilfe einer Grenzschichtrechnung [14] der Betrag von d& / dx
zu Uberprifen. Fiir groBes do / dx gelten die nachfolgenden Rechnungen nicht.

Zum Berechnen von Grenzschichten wird die Hagenzahl modifiziert. Eine dem s. g. Pohlhau-
senparameter angepasste Hagenzahl wird durch das Verhaltnis von Druck- zur Reibungskraft
definiert:

_@.52 .E@.gz | 4o d% 5
Ha* _ dX _ dX_ —_ .2 52:—V'(_)2 (L11)
p-v-C p-v-C v dx d X %
%

Die Hagenzahl der Grenzschicht lasst sich deuten als differentielle Anderung der Reynolds-
zahl ¢- 9, /v langs eines Wegelements x / 8, . Die Hagenzahl ist positiv bei Beschleunigung,

negativ beim Verzdgern und bei unbeschleunigter Plattenstrémung wird sie Null.
Bei jeder Grenzschicht muss an Wand (beiY = 0) die Hagenzahl eben so grof} sein wie die
negative zweite Geschwindigkeitsableitung. Es gilt

. d?C
Ha = —(W)y:o .

* Die Gleichung (L 10) ist aus der Gleichung (G 7) entstanden. Re, =117,8 - C[')%(Cmittel /Coron )%
Das Umwandeln in die Reynoldszahl Re = 4 - Re,(C, 0 /Crax ) €T9Ibt Re = 4.1 17,8~(8/7)§ .Cg)i = 563-05%
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Der Einfluss der Hagenzahl Ha" auf den Parameter C, wird zu Ende der folgenden Rechnung

mit der Formelzeile (M 8) bestimmit.
Zur Grenzschichtrechnung werden folgende Randbedingungen bericksichtigt:

Far Y =0 an der Wand

C=0; dC/dY =C_; d?C/dY? =-Ha"; d*C/dY?® =0.
Far Y =1 am oberen Grenzschichtrand

C =1, dC/dY =0; d*C/dy®=0.

Wie bei der Kanalstrémung wird mit drei Schichten operiert:

Unterschicht zwischen Y =0 und Y =Y,
Mittelschicht zwischen Y =Y, und Y =1/2
Oberschicht zwischen Y =1/2 und Y =1

1,0 -
1 dC X 1: Y= 0,5; C'y = 1,86
C 0 dY 2:Yo=03 C'g=251
[ 3:Yo=01 C'y=532
Unterschicht 0<Y<Y
1 4:Yy=0,05 C'y =898
5:Y,=0,01; C'p = 32,99
2
0,5 1
3
4 Mittelschicht Y, < Y< 0,5
i Oberschicht 0,5< Y < 1
0,0
0,0 0,5 Y 1,0

Abbildung 8  Geschwindigkeitsanstiege in Grenzschichtstromungen mit dem Dreischichten-
profil berechnet. 1: laminare Strémung, 2 bis 5: Ubergangsgebiet und turbulen-
ter Bereich.
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Tafel M

Die Unterschicht gilt zwischen Y =0und Y =Y,

1 dC 3 Y Y Ha’ Y Y

S (P () Y 43.Y, ()P =2 Y ()" M 1

ay Ty G e oy ) 2o () )
4 5 * 2 4 5

c y3r Ay Ha Y 3Y 27V, M2)

o 8YP 5Y' C ' 2 4Y 5%

BeiY =Y, wird

C 33 Ha’ 3

- =_.Y +— ——-y2 =K M3

Im Fall Ha*/Cé =1 ergeben sich aus den Gleichungen (M.1) bis (M3) die fiir die Kanal-
stromung spezialisierten Gleichungen ( L.1) bis ( L 3).

Die Mittelschicht entspricht der einer Kanalstrémung, also ( L 4) bis (L 6) tbernehmen
und K, durch-K,; ersetzen.

Die Oberschicht beriicksichtigt die Bedingung, dass bei Y = 1/2 sowonhl die erste, als

auch die zweite Geschwindigkeits- Ableitungen mit denen der Mittelschicht tbereinstim-
men. Man schreibt fiir erste Ableitung und Geschwindigkeit

1 dC
— == =2.Y. -((1-Y
ey 2 Yo (1Y)

(M 4)
und als Geschwindigkeit

C oy, .(Y-Y?2/2)+konst (M 5)

Cs

Bei Y = 1/2 muss geben so grof} sein wie an der Anschlussstelle zur Mittelschicht, al-
0

SO
C Y, 1 : , . , . ,
i Kis +7 In 2 —InY, | = K,;. Die Konstante in (M 5) lasst sich damit bestim-
0
men.
33 Ha , 3
Kic = Y (__'Yoz)

—_ +_
40 ° C) 20

33 Ha ', 3 _,. Y, 1
K,.="2.y +72 (-2 .y2). % n| = |=InY,
2640 ° c()( 20 o) 2( [2) °J

3 33, Ha , 3 Yo, (1 3
konst. =K, +—-Y, =—-Y,+—(——-Y2)+-2| In| = |-InY, |+=-Y, M6
®74 % 40 ° cg(zo o) 2((2] °]4° (M6)

Mit (M 5) wird

C 3 Y. Ha , 3
—=2Y, Y =Y?/2)+ =Yy +-2-(In(1/2)=InYy )+ —(——-Y¢ M7
o =2 Jogg Yot (17 2)=InY, )+ (oY) M7)

/
0 0



34

Bei Y =1 qiltC =1, aus (M 7) wird damit das SteigungsmaR C; bestimmt

1+i-vo2 -Ha'
c = 20 (M8)

9.3 Das Abloseproblem

Mit der durch den Gegendruck verursachten starken Geschwindigkeitsabnahme im ablésena-
hen Gebiet bleibt keine kinetische Energie zum Wirbelbilden verfugbar. Im Extremfall der Ab-
I6sung existieren weder Mittel noch Oberschicht. Die Gesamte Grenzschicht wird zur bisheri-

gen Unterschicht reduziert. Es wird statt dY nunmehr d(Y/Y,)gesetzt.

Mit C = 0 erhalt man aus (M 1)

3 4

L = Ha*Ablé)'sung . Y02 —i+ 3 i -2 i (M 9)

d(iY/’Y,) Y, Y, Y,
Nach Integration folgt die Geschwindigkeit

1(yY 3(vY 2(vY
C = Ha aposung - Y | —=| — | +=| —| —=| — M 10
oo [ 2 (YOJ 4(Y0J 5(\/0]} ( )

Bei Y/Y, =1soll C = 1gelten, also wird weiter geschrieben

Ha*AbIc'isung,Unterschicht =— 32\22 . (M 11)

In der Gleichung (M 11) ist die der Stromung widerstehende Druckkraft auf die kleine Flache
der Unterschicht (YO -b)bezogen worden. Zum Anwenden auf die gesamte Grenzschicht muss

jedoch auf die groRere Grenzschichtflache (1/Y, - b) umgerechnet werden. Damit gilt:
1 1 20

* *
Ha Ablésung,Grenzschicht = Ha Ablésung ,Unterschicht = 7 =

Y, 0 YO2 3
und schlieflich
-20
3-Y,
Im Extremfall der Laminaritét giltY, =1/2. Aus (M 11a) folgt Ha" asissung = —13,33 .. Einige Zu-
ordnungen von Y, zur Hagenzahl der Ablésung stehen in der Tabelle.

Ha Ablésung =

(M 11a)

Yo

0,5

0,15

0,1

0,05

0,01

*
Ha* apissung

-13,3

44,4

-66,7

-133,3

-666,7
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Abbildung 9  Geschwindigkeitsprofil fiir die Ablésung

Die Geschwindigkeitsverteilung C(Y)des Abloseprofils der Unterschicht wird mit (M 10) ge-
schrieben.

2 4 5
C:@ll _El _i_gl (M 12)
312\Y, 41, 51Y,
Bei Ausdehnung des Profils auf die ganze Grenzschicht schreibt man

C=?(%Y2—%Y4+§Y5j (M 13)

Dieses Geschwindigkeitsprofil ist in Abbildung 9 dargestellt. Die Form des Profils bleibt unab-
hangig von der Reynoldszahl die nach Gleichung (G 7) berechnet wird.

7/3
Re, :117,80.LM] -(cg)‘”s
c
Weiterhin wird vereinfachend mit (Crax / Cmitter )= 8/7 gearbeitet. Dann erhalt man
Re, =160.86-(C,)"""
Zahlenwerte fiir Re;sind in die dritte Spalte der folgenden Tabelle eingefiigt.

mittel



Yo Co Re; Ha y55ung A =Haysng / REs
0,01 33,33 1,73 10* -666,7 -0,04
0,05 9,16 3,110° -133,3 -0,04
0,1 5,43 1,54 10° -66,7 -0,04
0,15 4.08 1,05 10° 44 4 -0,04
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Bemerkenswert bleibt, dass im laminaren Gebiet das Abldsen durch eine spezielle Hagenzahl
festgelegt ist, die unabhangig von der Reynoldszahl bleibt. Im turbulenten Gebiet jedoch bleibt

die Ahnlichkeitskennzahl A~ fast gleich grof3, also unabhangig von der Hagenzahl und von der
Reynoldszahl. (Vgl. Abbildung 25.10 in [14]) Nach Messungen von Nestler [10] liegt der Wert

A fur Turbulenz zwischen -0,0045 und -0,0043, mit leicht fallender Tendenz. [14]. Nestler hat-

te als Bezugslange die Impulsverlustdicke 5~ gewahlt; hier wurde mit der Grenzschichtdi-
cked gearbeitet. Wenn einheitlich die Werte in der letzten Tabellenspalte mit 5 /& = 0,1

multipliziert werden, dann liegt A nahe bei den Werten von Nestler.
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